
1

Instituto de AstronomíayCentro de Radioastronomía y Astrofísi
a
EXAMEN DE ADMISIÓNSemestre 2011-II(primavera del 2011)

a 25 de Noviembre de 2010�������La dura
ión del examen es de 6 horas en total, de 2 sesiones de 3 horas; unasesión matutina y otra vespertina.La 1ra. sesión in
luye los temas de Me
áni
a Clási
a y Ele
tromagnétismo, yla 2da. de Físi
a Cuánti
a y Térmi
a.Sele

ione 2 problemas por tema.Responda las preguntas en hojas separadas (por una sola 
ara).No olvide es
ribir su 
lave asignada en 
ada una de las hojas.



Parte IMe
áni
a Clási
a yEle
tromagnétismo

2



3Me
áni
a Clási
a1.) La energía poten
ial U a la que se en
uentra sujeta una partí
ula de masa m es
U(r) = U0

(

r

R
+ λ2

R

r

)

,donde U0, R y λ son tres 
onstantes positivas, y r es la distan
ia de la partí
ulaal origen del sistema de 
oordenadas (0 < r <∞).a) Bosqueje 
ualitativamente la forma del poten
ial U(r).b) En
uentre la posi
ión de equilibrio r0 de la partí
ula en di
ho poten
ial.
) Es
riba la energía poten
ial U 
omo fun
ión de la separa
ión x entre laparti
ula y su posi
ión de equilibrio (i.e. r = r0 + x). Demuestre que parauna distan
ia x pequeña, la energía poten
ial se puede es
ribir 
omo:
U(x) = 
onstante + 1

2
kx2d) En
uentre el período de las os
ila
iones pequeñas alrededor de la posi
iónde equlibrio en términos de las 
onstantes del problema.2.) Considere una máquina de Atwood (Fig. 1), donde dos masas m1 y m2 están
one
tadas por un 
able inextensibe de longitud total L.

Figura 1: Máquina de Atwood 
on polea de radio R. Se denota por
x la distan
ia verti
al entre m1 y el 
entro de la rueda. Nótese que
L es la suma de tres términos.a) Es
riba el Lagragiano L del sistema 
omo fun
ión de la 
oordenada gen-eralizada x. Espe
í�que 
laramente su sistema de 
oordenadas.



4 b) Es
riba y resuelva la e
ua
ión de Lagrange 
orespondiente, y demuestreque la a
elera
ión de la masa m1 es:
ẍ =

m1 −m2

m1 +m2

g.3.) Considere un planeta en órbita alrededor del Sol (Figura 2). Des
ribimos laposi
ión del planeta 
on sus 
oordenas polares (r, φ) en el plano de la órbita.
Figura 2: Esquema del movimiento de un planeta.a) ¾Por qué es posible des
ribir el movimiento del planeta en un plano y noen tres dimensiones?b) Demuestre que la magnitud del momento angular orbital L del planeta es

L = mr2ω, donde ω = φ̇ es la velo
idad angular del planeta.
) Demuestre que el área barrida por el planeta durante un tiempo dt es
dA = 1

2
r2ωdt.d) A partir del in
iso (c), demuestre que la segunda ley de Kepler es una
onse
uen
ia dire
ta de la 
onserva
ión del momento angular L.
(a+ b)n = an +

n

1
an−1b+

n(n− 1)

1 · 2
an−2b2 + · · ·



5Ele
tromagnétismo
1.) Considere los siguientes dos problemas de ele
trostáti
a.a) Un pedazo de plásti
o delgado es doblado en forma de semi-
ír
ulo de radio

R y tiene una 
arga total Q distribuida uniformemente sobre su longitud(Fig. 3a). En
uentre el 
ampo elé
tri
o en el 
entro del semi-
ír
ulo; tantoen magnitud 
omo en dire

ión.

Figura 3: (a) Elemento de ar
o 
argado elé
tri
amente. (b) Esfera
argada 
on hue
o esféri
o.b) Una esfera de radio a tiene una densidad de 
arga elé
tri
a positiva ρ,distribuida uniformemente. Posteriormente se le extrae una esfera más pe-queña de radio a/2, 
omo se muestra en la Fig. 3b, dejando tal espa
iova
io. ¾Cuál es la dire

ión y magnitud del 
ampo elé
tri
o en A y en B?[Tome ha
ia �arriba� 
omo la dire

ión +y℄2.) Resuelva las siguientes 
uestiones:a) Es
riba la e
ua
iones de Maxwell en forma diferen
ial e integral, sea en elsistema 
gs o en el mks de unidades.b) A partir de la ley de Faraday, demuestre que la fuerza ele
tromotriz in-du
ida E en un 
ir
uito por unidad de tiempo t está dada por:
E = −k

dΦ

dt
,donde Φ es el �ujo magnéti
o y k una 
onstante; en 
gs k = 1/c mientrasque en si k = 1, c es la velo
idad de la luz.



6 
) Considere el sistema mostrado en la Figura 4. Cal
ule la E en el 
ir
uito enmovimiento al instante mostrado. Suponga que la resisten
ia del 
ir
uitoes su�
ientemente grande 
omo para que su propia 
orriente indu
ida seadespre
iable. Indique la dire

ión en que la 
orriente �uirá en el 
ir
uito.Re
uerde que la magnitud del 
ampo magnéti
o indu
ido por una 
orriente
I a una distan
ia r es, en 
gs, B = 2I/(cr); donde c es la velo
idad de laluz.1

Figura 4: Apli
a
ión de la ley de Faraday.3.) Un ejemplo parti
ular de ondas ele
tromagnéti
as (Fig. 5) en el va
io está dadopor los 
ampos elé
tri
o y magnéti
o, respe
tivamente:
E(x, t) = [Ex, Ey, Ez] = [0, E0 sin(kx+ ωt), 0] ,

B(x, t) = [Bx, By, Bz] = [0, 0,−E0 sin(kx+ ωt)] .

Figura 5: Esquema de onda ele
tromagnéti
a.a) Muestre que estos 
ampos satisfa
en las e
ua
iones de Maxwell si y solosí ω y k están rela
ionados de una manera muy espe
í�
a (rela
ión dedispersión), e indique tal rela
ión.b) Suponga que ω = 1010 se
−1 y que E0 = 0.05 statvolt/
m en 
gs; paraunidades SI, tenemos que 1 statvolt/
m=3× 104 volt/m. ¾Cuál es la lon-gitud de onda λ en 
m?
) Estime la densidad de energía del 
ampo ele
tromagnéti
o aso
iada a laonda anterior (en 
gs o en si).1 En SI el 
ampo es B = µ0I/(2πr)



Parte IIFísi
a Cuánti
a y Térmi
a
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8 Físi
a Cuánti
a1.) Resuelva las siguientes 
uestiones aso
iadas a fenómenos 
uánti
os.a) En
uentre la longitud de onda λ y fre
uen
ia ν de un fotón de energía
E = 1 keV. Asimismo en
uentre su momentum p.b) El an
ho natural de una línea espe
tral átomi
a de longitud de onda λ =
4000A (A = un angstrom) se en
uentra ser ∆λ = 10−4A. Utilizando elprin
ipio de in
ertidumbre de Heisenberg provea de una estima
ión parael tiempo τ en que el átomo permane
e en tal estado de energía.
) ¾Cuál es el valor de la energía de ioniza
ión del átomo de hidrogéno en suestado base? ¾A que longitud de onda λ 
orresponde y en qué parte delespe
tro ele
tromagnéti
os se en
uentra? ¾Cómo es la dependen
ia de losniveles de energía 
on el número 
uánti
o prin
ipal n?2.) Un modelo sen
illo para la emisión de radia
ión en la banda de mi
roondas(λ ≈ 1 − 10 
m−1) de una molé
ula diátomi
a lo 
onsitituye la rota
ión de un
uerpo rígido, de momento de iner
ia Iz y rotando libremente en el plano-xyalrededor del eje-z; véase la Figura 6.

I z

φ
x

y

z

Figura 6: Rotor 
uánti
o.a) Establez
a la e
ua
ión de S
hrödinger independiente del tiempo para lamóle
ula diátomi
a.b) En
uentre los eigenvalores de energía y grá�que 
ualitativamente 
ómo vanlos níveles de energía 
on su número 
úanti
o, que denotamos por m; 
on
m ∈ Z, los números enteros.
) En
uentre las eigenfun
iones 
orrespondientes.



93.) Una partí
ula está 
on�nada en un pozo de poten
ial in�nito tri-dimensional.La �
aja� 
orrespondiente a tal poten
ial es un 
uadrado de lado L.a) Es
riba la e
ua
ión de S
hrödinger pertinente para el sistema.b) En
uentre las eigenfun
iones normalizadas y eigenvalores de energía per-mitidos en tal sistema. Es
riba la fun
ión de onda para el nivel energéti
omás bajo permitido. Re
uerde que la normaliza
ión de la fun
ión de onda
ψ, en una dimensión, es de la forma

〈ψ|ψ〉 =

∫

ψ∗ψ dx = 1 .
) Si nx, ny y nz son los 3 números 
uánti
os aso
iados a 
ada una de lasdimensiones, en términos de los 
uales se debió �por ejemplo� haber es
ritola energía total de la partí
ula, éstos de�nen un espa
io de puntos dis
retos;véase la Figura 7. Así, dada una energía E existe un número N de estadosa

esibles posibles al sistema. Determine una expresión para el número deestados N a

esibles al sistema 
on una energía ≤ E. Puede suponer que
N ≫ 1 para obtener di
ha estima
ión; es de
ir, 
omo si el espa
io dis
retode los n's fuera 
ontinuo.

Figura 7: Pozo de poten
ial in�nito en 1-dimensión, y un diagra-ma de estados 
uánti
os a

esibles a un sistema en términos de losnúmeros 
uánti
os nx, ny y nz.



10 Físi
a Térmi
a1.) Un gas ideal sigue el siguiente 
i
lo 
errado:a) Expansión isobári
ab) Enfriamiento iso
óri
o
) Compresión isotérmi
a

Figura 8: Ci
lo termodinámi
o PV 
errado, no ne
esariamente elpertinente al del enun
iado del Problema 1.Sean Pi, Vi y Ti la presión, volumen y temperatura, respe
tivamente, del gas alprin
ipio de 
ada elemento del 
i
lo arriba men
ionado (
on i = 1, 2, 3).i) Dibuje un esquema del 
i
lo en el diagrama PV (e.g. Fig. 8).ii) Cal
ule el trabajo obtenido en el 
i
lo.2.) Un gas ideal está des
rito por una e
ua
ión de estado pV = NkT ; donde p esla presión, V el volumen, T la temperatura, k la 
onstante de Boltzmann de losgases, y N el número de partí
ulas. Para el gas ideal, la energía interna U essolo fun
ión de la temperatura. Demuestre para este tipo de gas:a) Que cp = cv+k, donde cp y cv son las 
apa
idades 
alorí�
as (por partí
ula)a presión y volumen 
onstante, respe
tivamente.b) Que la 
antidad pV γ es una 
onstante durante una expansión adiabáti
a;puede suponer que cp/cv = γ es una 
onstante.



113.) Resuelva las siguientes 
uestiones aso
iadas a transi
iones de fase, fenómenosfísi
os que juegan un papel importante �por ejemplo� en el universo temprano.a) ¾Qué es una transi
ión de fase en general? Provea ejemplos de las mismas.b) ¾Qué es el 
alor latente L?
) Una manera de 
ara
terizar una transi
ión de fase, en un diagrama P −T ,es a través de la e
ua
ión de Clausius-Clapeyron; que matemáti
amenteda la pendiente de la 
urva que separa dos fases en tal diagrama. Es
ribaesta e
ua
ión e indique el signi�
ado físi
o de 
ada término que apare
e enla e
ua
ión de Clausius-Clapeyron.d) El Helio-4 líquido tiene un punto de ebulli
ión de T = 4.2 ◦K, en 
ondi-
iones termodinámi
as normales (e.g. p = 760mmHg). Sin embargo a unapresión de p = 1mmHg el He4 ebulle a T = 1.2 ◦K (Fig. 9). Estime unvalor para el 
alor latente L de vaporiza
ión del helio en este rango detemperaturas.

Figura 9: Transi
ión de fase del Helio-4, de Helio-I a Helio-II; fenó-meno de super�uidez.



12 Constantes Físi
as y Fa
tores de ConversiónVelo
idad de la luz c 3.00 × 108 m s−1Carga del ele
trón e 1.60 × 10−19 CMasa del ele
trón me 9.11 × 10−31 kgConstante de Plan
k h 6.63 × 10−34 J s−1

h̄ 1.054× 10−34 J s−1

h 4.14 ×10−15 eV s
hc 12.4 keV ÅConstante de gravedad G 6.67 × 10−11 N m2 kg−2Permitividad del va
ío ǫ0 8.85 10−12 N−1 m−2 C2Permeabilidad magnéti
a del va
ío µ0 1.26 × 10−6 m kg C−2Número de Avogadro NA 6.02 × 1023 mol−1Constante de Boltzmann k 1.38 × 10−23 J K−1Constante de los gases R 8.31 J K−1 mol−1Magnetón de Bohr µB = eh̄

2mec
5.788 × 10−9 eV G−1.Ele
trón volt 1 eV 1.602 × 10−19 JJoule J 107 ergAngstrom A 10−10m = 0.1 nmstatvolt/
m (
ampo elé
tri
o) statv/
m 3× 104 volt/m (1 volt/m = 1 N/C)


