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CENTRO DE RADIOASTRONOMIA Y ASTROFISICA

EXAMEN DE ADMISION

Semestre 2011-11

(PRIMAVERA DEL 2011)

a 25 de Noviembre de 2010

La duracién del examen es de 6 horas en total, de 2 sesiones de 3 horas; una
sesion matutina y otra vespertina.

La Ira. sesién incluye los temas de Mecdnica Clésica y Electromagnétismo, y
la 2da. de Fisica Cudntica y Térmica.

Seleccione 2 problemas por tema.
Responda las preguntas en hojas separadas (por una sola cara).

No olvide escribir su clave asignada en cada una de las hojas.



Parte 1

Mecanica Clasica y
Electromagnétismo



Mecanica Clasica

1.) La energia potencial U a la que se encuentra sujeta una particula de masa m es

r R
U(T) = U() (ﬁ +)\2?) s

donde Uy, Ry A son tres constantes positivas, y r es la distancia de la particula
al origen del sistema de coordenadas (0 < r < 00).

a) Bosqueje cualitativamente la forma del potencial U(r).
b) Encuentre la posicion de equilibrio rg de la particula en dicho potencial.

c¢) Escriba la energia potencial U como funcion de la separacion x entre la
particula y su posicion de equilibrio (i.e. 7 = r¢ + ). Demuestre que para
una distancia x pequena, la energia potencial se puede escribir como:

1
U(x) = constante + §kx2

d) Encuentre el periodo de las oscilaciones pequenas alrededor de la posicion
de equlibrio en términos de las constantes del problema.

2.) Considere una méaquina de Atwood (Fig. 1), donde dos masas m; y ms estan
conectadas por un cable inextensibe de longitud total L.
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Figura 1. Mdquina de Atwood con polea de radio R. Se denota por
x la distancia vertical entre my y el centro de la rueda. Notese que
L es la suma de tres términos.

a) Escriba el Lagragiano £ del sistema como funcion de la coordenada gen-
eralizada z. Especifique claramente su sistema de coordenadas.



b) Escriba y resuelva la ecuacion de Lagrange corespondiente, y demuestre
que la aceleracion de la masa mq es:

. my; — My
r=—-—"g
my + Mo

3.) Considere un planeta en orbita alrededor del Sol (Figura 2). Describimos la
posicion del planeta con sus coordenas polares (7, ¢) en el plano de la orbita.
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Figura 2: Esquema del movimiento de un planeta.

a) {Por qué es posible describir el movimiento del planeta en un plano y no
en tres dimensiones?

b) Demuestre que la magnitud del momento angular orbital L del planeta es
L = mr?w, donde w = ¢ es la velocidad angular del planeta.

¢) Demuestre que el area barrida por el planeta durante un tiempo dt es
dA = r2wdt

d) A partir del inciso (c¢), demuestre que la segunda ley de Kepler es una
consecuencia directa de la conservacion del momento angular L.

~1
(a+b)" =a"+Ta" b+ L’f 5 Jor2 ¢



Electromagnétismo

1.) Considere los siguientes dos problemas de electrostatica.

a) Un pedazo de plastico delgado es doblado en forma de semi-circulo de radio
R y tiene una carga total () distribuida uniformemente sobre su longitud
(Fig. 3a). Encuentre el campo eléctrico en el centro del semi-circulo; tanto
en magnitud como en direccion.
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Figura 3: (a) Elemento de arco cargado eléctricamente. (b) Esfera
cargada con hueco esférico.

b) Una esfera de radio a tiene una densidad de carga eléctrica positiva p,
distribuida uniformemente. Posteriormente se le extrae una esfera mas pe-
quena de radio a/2, como se muestra en la Fig. 3b, dejando tal espacio
vacio. ;Cudl es la direccion y magnitud del campo eléctrico en A y en B?
[Tome hacia “arriba” como la direcciéon +y|

2.) Resuelva las siguientes cuestiones:

a) Escriba la ecuaciones de Maxwell en forma diferencial e integral, sea en el
sistema CGS o en el MKS de unidades.

b) A partir de la ley de Faraday, demuestre que la fuerza electromotriz in-
ducida £ en un circuito por unidad de tiempo ¢ estd dada por:

dd

— k=
£ dt ’

donde ® es el flujo magnético y k una constante; en CGS k = 1/c mientras
que en SI k =1, c es la velocidad de la luz.



c¢) Considere el sistema mostrado en la Figura 4. Calcule la € en el circuito en
movimiento al instante mostrado. Suponga que la resistencia del circuito
es suficientemente grande como para que su propia corriente inducida sea
despreciable. Indique la direccién en que la corriente fluird en el circuito.
Recuerde que la magnitud del campo magnético inducido por una corriente
I a una distancia r es, en ¢GS, B = 2I/(cr); donde c es la velocidad de la

luz.!

Figura /: Aplicacion de la ley de Faraday.

3.) Un ejemplo particular de ondas electromagnéticas (Fig. 5) en el vacio esta dado
por los campos eléctrico y magnético, respectivamente:

E(x,t) = [E., By, E.] = [0, Epsin(kx + wt), 0],
B(x,t) = [B,, By, B.] = (0,0, —Epsin(kx + wt)] .
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Figura 5: Fsquema de onda electromagnética.

a) Muestre que estos campos satisfacen las ecuaciones de Maxwell si y solo
si w y k estan relacionados de una manera muy especifica (relacion de
dispersion), e indique tal relacion.

b) Suponga que w = 10%sec™! y que Ey = 0.05 statvolt/cm en CGS; para
unidades SI, tenemos que 1 statvolt/cm=3 x 10* volt/m. ;Cual es la lon-
gitud de onda A\ en cm?

c) Estime la densidad de energia del campo electromagnético asociada a la
onda anterior (en CGS o en SI).

1 En SI el campo es B = ugl/(27r)



Parte 11

Fisica Cuantica y Térmica



Fisica Cuantica

1.) Resuelva las siguientes cuestiones asociadas a fendmenos cuanticos.

a) Encuentre la longitud de onda X y frecuencia v de un foton de energia
E = 1keV. Asimismo encuentre su momentum p.

b) El ancho natural de una linea espectral atomica de longitud de onda A =
4000 A (A = un angstrom) se encuentra ser AX = 107* A. Utilizando el
principio de incertidumbre de Heisenberg provea de una estimaciéon para
el tiempo 7 en que el 4&tomo permanece en tal estado de energia.

c¢) {Cudl es el valor de la energia de ionizacion del a&tomo de hidrogéno en su
estado base? ;A que longitud de onda A corresponde y en qué parte del
espectro electromagnéticos se encuentra? ;Como es la dependencia de los
niveles de energia con el niimero cuantico principal n?

2.) Un modelo sencillo para la emision de radiacion en la banda de microondas
(A~ 1—10cm™!') de una molécula didtomica lo consitituye la rotacion de un
cuerpo rigido, de momento de inercia I, y rotando libremente en el plano-xy
alrededor del eje-z; véase la Figura 6.

z

Figura 6: Rotor cudntico.

a) Establezca la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para la
molecula didtomica.

b) Encuentre los eigenvalores de energia y grafique cualitativamente como van
los niveles de energia con su ntimero ctiantico, que denotamos por m; con
m € Z, los ntimeros enteros.

¢) Encuentre las eigenfunciones correspondientes.



3.) Una particula esta confinada en un pozo de potencial infinito tri-dimensional.

La“

‘caja” correspondiente a tal potencial es un cuadrado de lado L.

a) Escriba la ecuacion de Schrodinger pertinente para el sistema.

b) Encuentre las eigenfunciones normalizadas y eigenvalores de energia per-

mitidos en tal sistema. Escriba la funciéon de onda para el nivel energético
més bajo permitido. Recuerde que la normalizacion de la funcion de onda
1, en una dimension, es de la forma

<w|w>=/w*wdx=1.

Si ng, ny y n, son los 3 nimeros cuanticos asociados a cada una de las
dimensiones, en términos de los cuales se debi6é —por ejemplo— haber escrito
la energia total de la particula, éstos definen un espacio de puntos discretos;
véase la Figura 7. Asi, dada una energia E existe un nimero N de estados
accesibles posibles al sistema. Determine una expresion para el nimero de
estados N accesibles al sistema con una energia < E. Puede suponer que
N > 1 para obtener dicha estimacion; es decir, como si el espacio discreto
de los n’s fuera continuo.
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Figura 7 Pozo de potencial infinito en 1-dimension, y un diagra-

ma de estados cudnticos accesibles a un sistema en términos de los
numeros cudnticos Ng, Ny Yy n.
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Fisica Térmica

1.) Un gas ideal sigue el siguiente ciclo cerrado:

a) Expansion isobérica
b) Enfriamiento isocorico

¢) Compresion isotérmica

\%

Figura 8: Ciclo termodindmico PV cerrado, no necesariamente el
pertinente al del enunciado del Problema 1.

Sean P;, V; y T; la presion, volumen y temperatura, respectivamente, del gas al
principio de cada elemento del ciclo arriba mencionado (con ¢ = 1,2, 3).

i) Dibuje un esquema del ciclo en el diagrama PV (e.g. Fig. 8).

ii) Calcule el trabajo obtenido en el ciclo.

2.) Un gas ideal esta descrito por una ecuacion de estado pV = NET'; donde p es
la presion, V' el volumen, T' la temperatura, k la constante de Boltzmann de los
gases, y IV el nimero de particulas. Para el gas ideal, la energia interna U es
solo funcién de la temperatura. Demuestre para este tipo de gas:

a) Que ¢, = ¢,+k, donde ¢, y ¢, son las capacidades calorificas (por particula)
a presion y volumen constante, respectivamente.

b) Que la cantidad pV"7 es una constante durante una expansion adiabéatica;
puede suponer que cp/cv = 7y es una constante.
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3.) Resuelva las siguientes cuestiones asociadas a transiciones de fase, fendmenos
fisicos que juegan un papel importante —por ejemplo— en el universo temprano.

a) {Qué es una transicion de fase en general? Provea ejemplos de las mismas.
b) (Qué es el calor latente L?

¢) Una manera de caracterizar una transicion de fase, en un diagrama P —T,
es a través de la ecuacion de Clausius-Clapeyron; que mateméticamente
da la pendiente de la curva que separa dos fases en tal diagrama. Escriba
esta ecuacion e indique el significado fisico de cada término que aparece en
la ecuacion de Clausius-Clapeyron.

d) El Helio-4 liquido tiene un punto de ebullicion de T = 4.2°K, en condi-
ciones termodinamicas normales (e.g. p = 760 mmHg). Sin embargo a una
presion de p = 1 mmHg el Hed ebulle a T = 1.2°K (Fig. 9). Estime un
valor para el calor latente L de vaporizacion del helio en este rango de
temperaturas.

Figura 9: Transicion de fase del Helio-4, de Helio-I a Helio-1I; feno-
meno de superfluidez.
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CONSTANTES FIsicAs Y FACTORES DE CONVERSION

Velocidad de la luz
Carga del electron
Masa del electron
Constante de Planck

Constante de gravedad
Permitividad del vacio
Permeabilidad magnética del vacio
Numero de Avogadro
Constante de Boltzmann
Constante de los gases
Magneton de Bohr

Electron volt

Joule

Angstrom

statvolt/cm (campo eléctrico)

Me
h
h
h

hc

G

€o

Ho

Ny

k

R

'uB = 21;20
1eV

J

A
statv/cm

3.00 x 108 m s~ !

1.60 x 107 C

0.11 x 103! kg

6.63 x 10734 J g7t
1.054x 10734 J g1

4.14 x1075% eV s

12.4 keV A

6.67 x 10~1' N m? kg2
8.85 10712 N~! m~2 C?
1.26 x 107 m kg C~2
6.02 x 10% mol™!

1.38 x 1072 J K—!
8.31 J K~ mol~!

5.788 x 107 eV G1.
1.602 x 1071 J

107 erg

107%m = 0.1nm

3 x 10*volt/m (1 volt/m = 1 N/C)




